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ZADANIA NA OCENȨ CELUJA̧CA̧, ROZWIA̧ZANIA ZADAŃ
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ZADANIE 1. Udowodnij, że w dowolnej przestrzeni unormowanej V każdy cia̧g
zbieżny sÃlabo jest ograniczony w normie.

ROZWIA̧ZANIE: Weźmy cia̧g (xn) nieograniczony w normie. Wybieraja̧c podcia̧g
można zaÃlożyć, że cia̧g an :=

√
‖xn‖ rośnie tak szybko, że 1

an
jest co najmniej

dwukrotnie wiȩkszy od sumy ∑

i>n

1
ai

(np. cia̧g an = 3n ma tȩ wÃlasność). Niech fn bȩdzie funkcjonaÃlem (o normie 1)
wycia̧gaja̧cym normȩ xn, tzn. fn(xn) = ‖xn‖ = a2

n > 0. W przestrzeni funkcjonaÃlów
tworzymy szereg

f =
∞∑

n=1

αnfn

an
,

gdzie αn sa̧ liczbami o module 1 (za chwilȩ podamy jak dobranymi). Ponieważ
an rośnie co najmniej wykÃladniczo, to szereg ten jest bezwzglȩdnie zbieżny, a
wiȩc zbieżny (przestrzeń funkcjonaÃlów jest zawsze zupeÃlna), czyli f jest poprawnie
zdefiniowanym funkcjonaÃlem ograniczonym.
Liczby αn dobieramy indukcyjnie: α1 jest dowolna (np. 1). ZaÃlóżmy, że dobralísmy
α1, α2, . . . , αn−1. Wtedy patrzymy na argument liczby

n−1∑

i=1

αifi(xn)
ai

i dobieramy αn tak aby liczba αnfn(xn) miaÃla taki sam argument. Wtedy mamy
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

αifi(xn)
ai

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑

i=1

αifi(xn)
ai

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
αnfn(xn)

an

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣
αnfn(xn)

an

∣∣∣∣ =
fn(xn)

an
= an.

Teraz najważniejsze. Jeśli do funkcjonaÃlu
∑n

i=1
αifi

ai
dodamy wszystkie dalsze

wyrazy szeregu (czyli dojdziemy do granicznego funkcjonaÃlu f), to norma tego
co dodamy nie przekroczy poÃlowy 1

an
, a wiȩc po naÃlożeniu tego funkcjonaÃlu na xn

(o normie a2
n) jego wartość zmieni siȩ (co do moduÃlu) o co najwyżej an

2 , a to oz-
nacza, że |f(xn)| zostanie co najmniej an

2 . Czyli nasz funkcjonaÃl graniczny f na
cia̧gu xn ucieka z moduÃlami do nieskończoności, co oznacza, że cia̧g (xn) nie może
być sÃlabo zbieżny.



ZADANIE 2. Udowodnij, że w ośrodkowej nieskończenie-wymiarowej przestrzeni
Hilberta sfera jednostkowa (normowa) S = {x : ‖x‖ = 1} jest sÃlabo gȩsta w
domkniȩtej kuli jednostkowej (normowej) K = {x : ‖x‖ ≤ 1}.

ROZWIA̧ZANIE: Nasza przestrzeń Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z `2,
wiȩc zadanie wystarczy rozwia̧zać w `2. Niech x = (x1, x2, x3, . . . ) bȩdzie elementem
kuli jednostkowej K. Mamy

‖x‖ =
∞∑

i=1

|xi|2 ≤ 1,

zatem, oczywíscie, dla każdego k ≥ 1 mamy
∑k−1

i=1 |xi|2 ≤ 1. Wiȩc istnieja̧ liczby
nieujemne bk, nie wiȩksze od 1 takie, że

k−1∑

i=1

|xi|2 + b2
k = 1.

Teraz definiujemy x(k) nastȩpuja̧co:

x(k) = (x1, x2, x3, . . . , xk−1, bk, 0, 0, 0, 0, . . . ),

czyli na pierwszych k − 1 wspóÃlrzȩdnych jest tak jak w x, potem jest liczba bk tak
dobrana, aby x(k) miaÃl normȩ 1, czyli należaÃl do sfery jednostkowej S (a potem
zera). Pokażemy, że x(k) zbiega sÃlabo do x (po k). Ustalmy dowolny funkcjonaÃl
P na `2. Jest to iloczyn skalarny z pewnym elementem y = (y1, y2, y3, . . . ) ∈ `2:
P (z) = 〈z|y〉. A wiȩc

P (x(k)) = 〈x(k)|y〉 =
k−1∑

i=1

xiyi + bkyk (plus zera) −−−→
k→∞

∞∑

i=1

xiyi = 〈x|y〉 = P (x),

bowiem wyraz bkyk zbiega do zera (bk jest ograniczony przez 1, a yk zbiega do zera,
bo to jest wyraz cia̧gu sumowalnego z kwadratem). Dowiedlísmy sÃlabej zbieżności
elementów x(k) do x. Koniec.


